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Abstract
对于一般的具有常系数线性递推关系的递推数列，若需要很快算出某一项的精确值，一般的方法是

求出特征方程的解然后解出这个递推关系的通项公式。可是随着递推关系阶数的升高，解特征方程的难
度也逐渐增大，甚至在递推关系阶数大于 5 之后，特征方程的次数随之超过 5，根本没有代数解法。本
文利用矩阵乘法，提出了一个在 O(k3⌈log n⌉) 的时间复杂度内算出 k 阶常系数线性递推数列第 n 项的
精确值的算法，并利用转移矩阵和特征方程的联系，把这个算法的时间复杂度优化到了 O(k2⌈log n⌉).

1 常系数线性递推关系的特征方程解法

1.1 常系数线性递推关系

对于一个数列 {an}，如果 {an} 满足一个递推关系:

an = ckan−1 + ck−1an−2 + · · ·+ c1an−k + c0 ∀n ∈ N, n > k

其中 ∀i ∈ N, i ≤ k, ci 是常数.
则称数列 {an} 满足 k 阶常系数线性递推关系。
特别地，若 c0 = 0，则称 {an} 满足 k 阶常系数线性齐次递推关系。

1.2 齐次线性递推关系的特征方程

设数列 {hn}(n ≥ 0), 且存在 a1, a2, . . . , ak 满足：

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + · · ·+ akhn−k

定理 1.1：令 q 为非零常数，则 hn = qn 是常系数线性齐次递推关系

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + · · ·+ akhn−k

的解的充分必要条件是：q 是多项式方程 xk − a1x
k−1 − a2x

k−2 − · · · − ak = 0 的一个根。该多项式方程
称为对应的递推关系的特征方程，q 称为特征方程的一个特征根。
若该多项式方程有 k 个不同的特征根 q1, q2, q3, · · · , qk, 则：

hn = c1q
n
1 + c2q

n
2 + c3q

n
3 + · · ·+ ckq

n
k

是下述意义下的一般解:
无论给定 h0, h1, h2, . . . , hk−1 什么初始值，都存在常数 c1, c2, c3, . . . , ck 使得该通项公式是满足其递推关
系和初始条件的唯一序列。

然而当某个递推关系的特征方程有重根时，我们会发现无法应用以上定理求得该数列的通项公式，
这时候我们需要将定理加强为有重根的形式：

定理 1.2：令 q 为非零常数，则 hn = qn 是常系数线性齐次递推关系

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + · · ·+ akhn−k

的特征方程中的 s 个等根，设其余部分特征根的一般解为 Tn，则：

c1q
n + c2nq

n + c3n
2qn + · · ·+ csn

s−1qn + Tn

是原递推关系的一般解。
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1.3 非齐次线性递推关系的特解和通项公式

在常系数线性递推关系：

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + a3hn−3 + · · ·+ akhn−k + bn

中，如果 bn ̸= 0 为常数，那么这个递推关系称为常系数线性非齐次递推关系。
事实上，若或 bn 是与 n 有关的函数这个递推关系也是可以解出通项公式的。

定理 1.3：常系数线性非齐次递推关系：

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + a3hn−3 + · · ·+ akhn−k + bn

的一般解可以写成如下形式：
hn = Tn + pn

其中 Tn 是递推关系
hn = a1hn−1 + a2hn−2 + a3hn−3 + · · ·+ akhn−k

的一般解。
而 pn 是一个常数 (或关于 n 的函数)，满足

pn = a1pn−1 + a2pn−2 + a3pn−3 + · · ·+ akpn−k + bn

称为原递推关系的一个特解。
若 bn 为常数，则 pn 为常数或 n 的一次多项式，这取决于方程

pn =
k∑

i=1

ai · pn + bn

是否有解。

一般地，pn 可以由待定系数法求得。常见的 bn 和特解 pn 的对应关系如下：

1. bn 是 n 的 k 次多项式，那么特解 pn 也应当是 n 的 k 次多项式；

2. bn 是 n 的指数形式，那么 pn 是 n 的多项式与指数形式的乘积，例如 bn = dn，那么 pn 应当具有
r · dn 或 r · n · dn 的形式。

2 利用矩阵乘法计算递推数列的某一项

2.1 构造递推矩阵

设数列 {hn} 满足 k 阶常系数线性递推关系：

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + a3hn−3 + · · ·+ akhn−k

构造矩阵

M =



a1 a2 a3 · · · ak−2 ak−1 ak
1 0 0 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 1 0 0
0 0 0 · · · 0 1 0


k×k

与初始值向量

X =



hk−1

hk−2

hk−3

...
h2

h1

h0


k×1
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易见

Y = MX =



a1 a2 a3 · · · ak−2 ak−1 ak
1 0 0 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 1 0 0
0 0 0 · · · 0 1 0





hk−1

hk−2

hk−3

...
h2

h1

h0


=



hk

hk−1

hk−2

...
h3

h2

h1


对于非齐次的线性递推关系

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + a3hn−3 + · · ·+ akhn−k + bn

若 bn 为常数，则构造转移矩阵：

M =



a1 a2 a3 · · · ak−1 ak bn
1 0 0 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 1 0 0
0 0 0 · · · 0 0 1


(k+1)×(k+1)

与初始向量

X =



hk−1

hk−2

hk−3

...
h2

h1

h0

1


(k+1)×1

易见

Y = MX =



a1 a2 a3 · · · ak−1 ak bn
1 0 0 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 1 0 0
0 0 0 · · · 0 0 1





hk−1

hk−2

hk−3

...
h2

h1

h0

1


=



hk

hk−1

hk−2

...
h3

h2

h1

1



事实上我们可以发现，对于任意的 k阶常系数线性递推关系，我们总可以构造一个 k×k或 (k+1)×(k+1)
的转移矩阵 M , 对于初始值向量

X =



hk−1

hk−2

hk−3

...
h2

h1

h0


k∗1

or



hk−1

hk−2

hk−3

...
h1

h0

bn


(k+1)∗1

使得 Y = Mn−k+1X，Y 第一行第一列的元素恰好为 hn。
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2.2 矩阵乘法的快速幂

根据以上分析，我们可以知道如果已知 h0, h1, h2, . . . , hk 和递推关系，对于任意 n ≥ k，我们都可以
很快计算出 hn 的值。
我们计算一下这个算法的时间复杂度，对于 k × k 的矩阵，一次矩阵乘法的时间复杂度为 O(k3)，我们
一共需要做 n− k 次矩阵乘法，于是整个算法的时间复杂度为 O((n− k)k3).
可以看到，整个算法的时间瓶颈在于矩阵乘法的次数，当 n 很大时，这个算法就完全失去了优势，那么
对算法的优化势必先从矩阵乘法的次数入手。

定理 2.1：矩阵乘法满足结合律.

定理 2.2：设 A 为一 k × k 的矩阵，n ∈ N，则有如下公式成立：

An =

{
(A

n
2 )2 n 为偶数

(A
n−1
2 )2A n 为奇数

显然定理 2.2 是定理 2.1 的直接推论。
于是我们可以利用 A

n
2 的结果做一次自乘得到 An 的结果。

这个算法称为快速幂。

2.3 时间复杂度计算

现在我们可以考虑这个算法的时间复杂度了，只需要计算快速幂算法一共做了多少次矩阵乘法即可。

定理 2.3：设 A 为任意矩阵，n ∈ N，则快速幂算法计算 An 至多需要 (⌊logn⌋ + 1) × 2 次矩阵乘
法。

定理的证明非常简单，直接利用数学归纳法即可。
现在我们已经从计算次数的角度上对算法进行了优化，那么是否可以考虑从矩阵乘法本身的复杂度上对
算法进行优化呢？因为事实上 O(k3) 并不是矩阵乘法时间复杂度的下限，而且这类问题中转移矩阵的形
式又很特殊，于是答案是显然存在优化方法。

3 矩阵乘法的算法优化

考虑矩阵M的特征多项式，f(λ) = |λE−M| =



λ− a1 −a2 a3 · · · −ak−2 −ak−1 −ak
−1 λ 0 · · · 0 0 0
0 −1 λ · · · 0 0 0
0 0 −1 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · −1 λ 0
0 0 0 · · · 0 −1 λ


k×k

,

按第一行展开，得 f(λ) = λk − a1λ
k−1 − a2λ

k−2 − · · · − ak.
根据 Cayley-hamilton 定理，f(λ) 是化零多项式，即有 f(M) = 0.
下面我们断言，对于 ∀i，Mi 都可以表示成 E,M,M2, . . . ,Mk−1 的线性组合。
当 0 ≤ i ≤ k − 1 时，结论显然。
用数学归纳法，当 i = k 时，因为 f(M) = 0，即有 Mk = a1Mk−1 + a2Mk−2 + · · ·+ akE，所以结

论成立。
现在假设当 i < k0 时结论成立，于是当 i = k0 时，我们取 1 ≤ j ≤ i − 1，从而 Mi = MjMi−j , 因

为 Mj 和 Mi−j 都可以由 E,M,M2, . . . ,Mk−1 的线性组合得到，所以 Mi 是 E,M,M2, . . . ,M2k−2 的
线性组合。
注意到 f(M) = 0 可以得到 Mif(M) = 0，展开来写即是

Mi+k =
k∑

j=1

ajMi+k−j
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，也就是说，Mi+k 可以表示为 Mi,Mi+1, . . . ,Mi+k−1 的线性组合。反复利用这个式子，结论就证到
了。
容易观察到，上面证明的过程也给出了求线性组合的方法，而这个过程实质上是一个多项式的乘法，

因为多项式乘法也满足结合律，不妨利用和上面类似的技术，取 j = ⌈i/2⌉，于是只需要 O(logn) 次乘法
即可，每次乘法的代价是 O(k2)，总的复杂度是 O(k2 logn).
此时离最终结果尚有一步之遥，我们知道Mn = b1Mk−1+b2Mk−2+ · · ·+bkE，两端右乘 X，于是有

MnX = b1Mk−1X+b2Mk−2X+ · · ·+bkX，而我们又有MiX =


hi+k−1

hi+k−2

...
hi

，直接求得 h0, h1, . . . , h2k−2

的值代入即可。
至此，问题完整解决。
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